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専門・問題1

問 1 以下の積分を求めよ。

(a)
∫ 2π

0
e−x| sin x| dx

(b)
∫ ∞

1

dx

x(1 + x2)

問 2 位置ベクトルを r、任意の定ベクトルをa、bとするとき、以下のものを求めよ。

(a) ∇ · (a × (r × a))

(b) ∇× ((a · r) b)

問 3 次の行列の固有値と固有ベクトルを求めよ。
⎛
⎜⎜⎝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎟⎠

問 4 以下の式を満たす複素数 zを求めよ。ただし、iは虚数単位とする。

(a) z2 = i

(b) ez = 2i
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専門・問題2

問 1 図は、ある物質が気体、液体、固体の各相に安定して存在できる圧力 (p)、温度 (T )

を示した相図である。

(a) I、II、IIIはそれぞれどの相に対応するか。

(b) 図は水 (H2O)の相図とは明らかに合わない点がある。それは何か指摘せよ。ま
た、その根拠を、相 i、j 間の境界線の傾き

(
dp
dT

)
i,j
が次のように表されること

と関連付けて述べよ。 (
dp

dT

)
i,j

=
Si − Sj

Vi − Vj
.

ここで、Si、Sj は境界で接する相 i、j それぞれのエントロピーで、Vi、Vj は
同様にそれぞれの体積である。

p

T

I

II

III

0

問 2 水平面上の直線状の線路を走っている列車を考える。列車内は外気と遮断されてい
て、列車内に気流はなく、空気の抵抗は無視する。以下の問に答えよ。なお、重力
加速度を gとし、天井と床の距離を hとする。

(a) 列車が一定の速度 vで走っている。質量mの物体が天井から落下した。列車内
の観測者から見てどのような運動をし、どこに落ちるか。また床に落下するま
での時間を求めよ。

(b) 列車が一定の加速度αで加速している。質量mの物体が天井から落下した。列
車内の観測者から見てどのような運動をし、どこに落ちるか。また床に落下す
るまでの時間を求めよ。

(c) 列車が一定の加速度 αで加速している。質量mの物体が天井から Lの長さの
質量の無視できる糸に吊り下げられており、振動している。列車内の観測者か
ら見てどのような振動をするか。また振幅が小さい時の振動周期を求めよ。
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(d) 列車が一定の速度 vで走っている。列車の天井から光のパルスを発射し床に到
達する。光の速さを cとし、列車内の観測者から見ると、光が床に到達するま
での時間 t′は h/cである。列車の外の静止している観測者から見ると、光は斜
めに進む。静止している観測者から見た光が床に到達するまでの時間 tを求め
よ。静止している観測者から見ても光の速度 cは変わらず、天井の高さ hも変
わらない。t′と tは異なる。これはどんな意味をもつか。
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専門・問題3

下の u(x, t)に関する偏微分方程式 (1)の解を考える。

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 (−∞ < x <∞, 0 < t <∞) (1)

問 1 二つの新しい変数 ξ = x+ ct、η = x− ct を用いることによって (1) 式は

∂2u

∂ξ∂η
= 0 (2)

と書き換えられることを示せ。

問 2 (2)式より、(1)式の一般解は下の (3)式で表されることを示せ。

u(x, t) = φ(x− ct) + ψ(x+ ct) (3)

（ここで、φ(x− ct), ψ(x+ ct)は、それぞれ x− ct, x+ ct の任意の関数）

問 3 (3)式を利用して、下の (4)式と (5)式で表わせられる初期条件のもとでの (1)式の
解を求めよ。

u(x, 0) =

{
1 (−1 < x < 1)

0 (その他)
(4)

∂u

∂t
(x, 0) = 0 (5)

問 4 問 3で得られた解を t = 0, t = 1/2c, t = 2/cについて図示せよ。
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専門・問題4

月は常に同じ面を地球に向けている。言い換えれば、月が地球の周りを公転する角速度
と、月の自転の角速度は等しい。この関係は偶然の一致であるのか、あるいは何らかの理
由で２つが同期しやすいのか、考えよう。

月の赤道は円でなく、地球と月を結ぶ向きの差し渡しがわずかに長い。これに伴う
質量分布を理想化し、図 1のように、半径 r、密度一定で質量が m1 の球の中心をはさむ
両端に、質量 m2 で大きさが無視できる質点 A、Bが固定されているとする。地球と月
の中心間の距離を R、地球の質量を M、万有引力定数を G とする。M � m1 � m2 と
する。

問 1 地球は動かず、月は円軌道をとるとして、公転の角速度 Ω を求めよ。

問 2 予備的な考察として、質量 m1 の月の球体部分を無視する。図 2のように、質点A、
Bが、地球と直列に並ぶ向きに長さ 2r で質量が無視できる棒の両端に固定され、と
もに角速度 Ω で公転しているとする (Ω は問 1で求めたものと同一)。A、B それ
ぞれについて、地球から受ける引力および公転に伴う遠心力を求めよ。これらの比
較から、A、B 間の張力 T を求めよ。ただし、T については、r � R として、r/R
に関するテーラー展開の２次以上の項を落として整理した近似解を求めよ。

問 3 問 2で調べた状態の安定性を調べる。隕石の衝突により、図 3のように、A、Bが
速さ v0で月の中心の周りに回転する初速を持ったとする (衝突の他の効果は無視す
る)。v0が十分小さければ、ABを結ぶ棒は振動する。図 4のように、線分ABと地
球-月中心間の線分のなす角を θ として運動方程式をたて、この振動の角振動数 ω

（= 2π/周期）を求めよ。なお、ここで θは十分に小さいと仮定する。θが十分小さ
ければ、A、Bにかかる地球の引力と公転に伴う遠心力の大きさは一定とみなすこ
とができる。本問より図 2の状態は安定なことがわかる。

問 4 月の球体部分を考慮すると振動の周期は増大する。球体部分について、月の中心を
通る軸の周りの慣性モーメント（密度に軸からの距離の二乗をかけて体積積分した
もの）を I とする。この場合の角振動数 ω′ と ω の比を求めよ。
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